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W przypadku zginanej belki żel-
betowej najczęściej przyjmo-
wanym do obliczeń modelem
dla strefy ściskanej betonu

jest parabola. Zakłada się również, że cykl
obciążenie – odciążenie przebiega po tej
samej linii (model nieliniowo-sprężysty).
Założenie to nie uwzględnia jednak historii
obciążenia elementu żelbetowego przy cy-
klicznych obciążeniach. Taki prosty model
pomija także wpływ obciążenia długotrwa-
łego na późniejsze, trwałe deformacje kon-
strukcji. Borcz [1] zaproponował do anali-
zy konstrukcji model betonu, w którym
oprócz cech sprężystych przy cyklicznym
obciążaniu konstrukcji i plastycznych
po osiągnięciu wartości granicznych,
uwzględnia się deformacje trwałe towarzy-
szące obciążeniom cyklicznym i długo-
trwałym. Wykres zależności σ – ε dla pró-
bek żelbetowych wykonanych z betonu
średniej wytrzymałości [1] obrazuje rysu-
nek 1. Zgodnie z Eurokodem 2 [2] wpływ
obciążeń długotrwałych na ugięcia belek
żelbetowych uwzględnia się pośrednio
przez zmniejszenie sztywności elementu.
Rzeczywiste relacje między naprężeniami
a odkształceniami można jednak opisać ta-
kim modelem, który uwzględnia charakte-
rystyczne dla betonu cechy sprężyste i nie-

sprężyste, w których są doraźne i długo-
trwałe odkształcenia plastyczne uwzględ-
niające czynnik czasu.

Poprawność modelu Borcza [1] została
zweryfikowana doświadczalnie na żelbeto-
wych belkach wspornikowych wykonanych
z betonu o wytrzymałości fc, cube = 70 MPa.
W artykule przedstawiono wyniki tych ba-
dań, a także możliwość ich aplikacji do pro-
jektowania konstrukcji żelbetowych.

Zależność σσ – εε dla be to nu
Do świad czal na za leż ność σc – εc dla be -

to nu jest funk cją nie li nio wą. Przed sta wio -
na w nor mie Eu ro kod 2 [2] za leż ność 
σc = f (εc) jest funk cją pa ra bo licz no-li nio wą
(skła da się z funk cji pa ra bo licz nej, tzw. pa -
ra bo li ma dryc kiej i li nio wej – ry su nek 2a).
Gra nicz ny mi war to ścia mi od kształ ceń są:
εc2 – od kształ ce nie dla na prę żeń, przy któ -
rych be ton osią ga wy trzy ma łość cha rak te -

ry stycz ną na ści ska nie fck (lub ob li cze nio -
wą fcd w SGN) oraz εcu2 – od kształ ce nie gra -
nicz ne be to nu ści ska ne go. W przy pad ku
pro jek to wa nia ele men tów zgi na nych
wzglę dy prak tycz ne po zwa la ją na ko rzy -
sta nie z uprosz czo nej za leż no ści bi li ne ar nej
(ry su nek 2b), wpro wa dza jąc gra nicz ne od -
kształ ce nia w be to nie εc3 i εcu3, za miast εc2
i εcu2. Fla ga [3] przed sta wił spo sób ob li cza -
nia war to ści odkształceń εc2, εcu2, εc3 i εcu3,
w przy pad ku be to nów o wy trzy ma ło ści
wyż szej od fck = 50 MPa.
εc2 = 2,0 + 0,085 (fck – 50) 0,53 (1)
εcu2 = 2,6 + 35 [90 – fck)/100] 4 (2)
εc3 = 1,75 + 0,55 [(fck – 50)/40] (3)
εcu3 = 2,6 + 35 [90 – fck)/100] 4 (4)
Z za leż no ści tych wy ni ka, że dla be to -

nów o wy trzy ma ło ści cha rak te ry stycz nej

1) Po li tech ni ka Wro cław ska, Wy dział Bu dow nic -
twa Lą do we go i Wod ne go
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Stresz cze nie. W bel kach żel be to wych z be to nu o wy so kiej wy trzy -
ma ło ści przy cy klicz nych ob cią że niach ob ser wu je się od kształ ce -
nia sprę ży ste i trwa łe. Ist nie ją ce wy ni ki ba dań ta kich be lek w więk -
szo ści do ty czy ły sta nu na prę żeń tyl ko od mo men tu zgi na ją ce go. Ba -
da nia, któ re wy ko na li śmy, po zwo li ły do świad czal nie wy zna czyć
sprę ży stą i trwa łą część od kształ ceń w bel ce wspor ni ko wej w zło -
żo nym sta nie na prę żeń, tzn. od mo men tów zgi na ją cych i sił tną cych.
Sło wa klu czo we: be ton wy so kiej wy trzy ma ło ści, od kształ ce nia
sprę ży ste i trwa łe, ba da nia.

Abstract. Elastic deformations and permanent deformations
under cyclic loads for reinforced concrete beams made of concrete
with high strength is observed. Existing results of research of such
beams were mostly done for the state of stress caused by  bending
moment. Research made for  the bracket  beam experimentally
determined the elastic and permanent deformation in the beam  in
a complex stress state, i.e.  bending moments and shear forces.
Keywords: concrete of high strength, elastic and residual strains,
researches.
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Rys. 1. Za leż ność σσc – εεc pod czas wie lo krot -
nych ob cią żeń przy ści ska niu [1]
Fig. 1. De pen den ce σc – εc for re pe ated lo ads
du ring com pres sion [1]

a) b)

Rys. 2. Za leż ność σσc = f (εεc) dla be to nu ści -
ska ne go [2]: a) funk cja pa ra bo licz na 
σσc = fcd[1 – (1 – εεc/εεc2)n] dla SGN (n = 2 wg
EC2), b) uprosz czo na za leż ność σσc = f (εεc)
z wy kre sem bi li ne ar nym
Fig. 2. De pen den ce σc = f (εc) for com pres -
sed con cre te [2]: a) a pa ra bo lic func tion 
σc = fcd[1 – (1 – εc/εc2)n] for the ULS (n = 2
ac cor ding to EC2), b) sim pli fied re la tion ship
σc = f (εc) with a bi li ne ar graph
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większej niż fck = 50 MPa rosną również
odkształcenia betonu ściskanego εc2,
przy których osiąga on graniczną wytrzy-
małość fck. Równocześnie dla betonów
BWW maleją odkształcenia graniczne εcu2,
z czego m.in. wynika bardzo gwałtowny
proces niszczenia się ściskanych próbek
(wykonanych z betonu BWW).

Przedstawione modele zachowania się
betonów BWW (rysunek 3) nie podają za-
chowania się betonu podczas odciążania.
Badania doświadczalne pokazują, że cykl
obciążenie – odciążenie nie przebiega po
tej samej linii. Pierwszy cykl obciążenie
– odciążenie wykreśla histerezę. Zaobser-
wowano, że im wolniej przebiega ten cykl,
tym bardziej histereza zmierza do linii pro-
stej (rysunek 4a, b). Podobny wpływ na
kształt histerezy ma wzrost wytrzymałości
betonu. Im większa wytrzymałość, tym ma-
teriał jest bardziej sprężysty. Także wielo-
krotne obciążanie próbki pozwala uzyskać
efekt quasi-liniowej pracy elementu. Wyni-
ki doświadczalne Naziri przedstawione na
rysunku 4a potwierdzają m.in. założenia
Borcza [1]. Przedstawiono je na rysunku 4b,

zgodnie z którym odkształcenia całkowite
można rozpatrywać jako superpozycję od-
kształceń sprężystych i trwałych:

εt = εE + εR (5)

Wyniki badań laboratoryjnych
Jednym z celów badań laboratoryjnych

było ustalenie, jaki jest udział odkształceń
trwałych w stosunku do odkształceń całkowi-
tych w elementach zginanych z istotnym
udziałem ścinania. W tym celu przeprowa-
dzono badania na próbnych elementach be-
tonowych, pozwalających ustalić zależność
σc – εc (rysunek 4), oraz na elementach zgi-
nanych i ścinanych, z których wynika rów-
nież udział trwałych ugięć zginanego ele-
mentu w stosunku do ugięć całkowitych przy
obciążeniu doraźnym (rysunek 5). Podobne
wyniki przedstawiono jako reprezentatywne
dla cyklu badań, w których zmieniano wy-
brane parametry zginanego przekroju (sto-
pień i rodzaj zbrojenia, rozstaw strzemion).

Wnioski
Przeprowadzone badania wspornikowej

belki żelbetowej pozwoliły wyznaczyć
udział odkształceń trwałych przy cyklicz-
nym obciążaniu i odciążaniu. Z badań wy-
nika, że można wyróżnić trzy główne fazy
pracy takiej belki. Pierwsza dotyczy obcią-
żenia do wartości siły rysującej, podczas
której element żelbetowy wykazuje cechy
zbliżone do materiału sprężystego. W tej fa-
zie nie występuje wyraźne naruszenie
współpracy betonu i zbrojenia, jednak
udział odkształceń trwałych regularnie
wzrasta. W fazie II po zarysowaniu następu-
je wyraźny wzrost udziału odkształceń trwa-
łych. Efekt ten obserwuje się pomimo fak-
tu, że proces rozwierania się rysy przebie-
gał łagodnie (bez gwałtownych pęknięć).

W tej fazie podczas dalszego obciążania na-
stępował łagodny spadek udziału deforma-
cji trwałych do całkowitych. Faza III to stan
bezpośrednio poprzedzający zniszczenie
belki. W tej fazie zniszczenia struktury be-
tonu są już praktycznie nieodwracalne.

Z badań tych wynikają także pewne
aspekty praktyczne. Znajomość stosunku
odkształceń trwałych do całkowitych po-
zwala prognozować odkształcenia kon-
strukcji żelbetowych na podstawie obli-
czeń statycznych wykonanych dla wyide-
alizowanego, sprężystego modelu oblicze-
niowego. Doświadczalne zależności dla
belek znajdują potwierdzenie także przy
obserwacjach bardziej złożonych schema-
tów konstrukcji żelbetowych.
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Rys. 3. Strefa uplastycznienia betonu BWW
w zależności od jego klasy
Rys. 3. Plasticizing zone of concrete BWW
depending on its class

Rys. 4. Zależność σσc – εεc dla ści ska nej prób ki be to no wej: a) ba da nia wła sne Na zi ri (cykl
ob cią że nie – od cią że nie trwał 10 ÷ 30 mi n); b) ba da nia  Bor cza (cykl ob cią że nie – od cią -
że nie trwał 18 ÷ 36 h)
Rys. 4. The re la tion ship σc – εc for com pres sion of the con cre te sam ple: a) re se arch of Na zi ri
(cyc le of the lo ad – unlo ad la sting 10 ÷ 30 mi n); b) re se arch of Borcz (cyc le of the lo ad – unlo -
ad la sting 18 ÷36 h)

a) b)

Rys. 5. Sto su nek ugięć reszt ko wych wres

do cał ko wi tych wmax, przy cy klicz nym ob -
cią że niu i od cią że niu. Si ła ry su ją ca wy no si
od po wied nio P2cr = 60 kN, P1cr = 40 kN (ba -
da nia wła sne Na zi ri); D-1 ÷ D-5 – badane
elementy
Fig. 5 Ra tio of re si du al de flec tions to the 
to tal de flec tions, un der cyc lic lo ading and
unlo ading. The va lue of scrat ched for ce is 
P2cr = 60 kN, P1cr = 40 kN (re se arch of Na zi ri)

a)

b)
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